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Zur analytischen Behandlung ebener, starker, instationirer Stoflwellen
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Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 10 a, 1006—1016 [1955] ; eingegangen am 23. September 1955)

Nach den Arbeiten von Guderley und Taylor haben sich v. Weizsdcker und Hain
und v. Hoerner mit dem Problem auseinandergesetzt, einen Prototyp einer ebenen, starken, in-
stationdren, d.h. sich selbst iiberlassenen StoBwelle zu finden. Es stellte sich auf zunichst rein
numerischem Wege heraus, dal Stowellen mit den verschiedensten Anfangsverteilungen mit wach-
sender Zeit mehr und mehr einer Homologie-Losung dhnlich werden. In dieser Arbeit wird die
Klasse der ebenen Homologie-Losungen nach der Guderleyschen Methode untersucht, eine einzige

. als fiir uns brauchbare gefunden und diese fiir ein Verhiltnis der spezifischen Wirmen von 1,1;
1,4; 1,66 und 2,8 angegeben. Fiir ein Verhiltnis der spezifischen Warmen von 1,4 gelingt eine
einfache, explizite analytische Darstellung der Losung. Sie zeichnet sich durch streng lineare Ge-
schwindigkeitsverteilung aus, wahrend fiir die iibrigen Werte sich eine fast lineare Geschwindigkeits-
verteilung einstellt. In einer folgenden Arbeit wird untersucht, inwieweit noch nicht homologe
StoBwellentypen mit wachsender Zeit sich der in dieser Arbeit beschriebenen Losung anndhern

miissen.

Diese Arbeit ist eine Fortfilhrung und Ausfiih-
rung der Gedankengénge, die firr die Arbei-
ten von v. Weizsédcker! und Hain und v.
Hoerner? bestimmend waren. Die genannten Ar-
beiten bilden also den Ausgangspunkt der Uber-
legungen, die hier angestellt werden. Die allgemeine
Problemstellung ist in der Arbeit von v.Weiz-
sdcker ausfiihrlich behandelt und soll deshalb
hier nur noch kurz gekennzeichnet werden.

Die Bewegungsverhiltnisse interstellarer Gaswol-
ken legen es nahe, sie mit Stoflfronten zu beschrei-
ben. Um spéter einmal zu einer statistischen Beschrei-
bung einer Vielzahl von Stoflwellen zu kommen, ist
es wichtig, zu einem Standardtyp einer einzelnen
StoBwelle zu gelangen. Die Arbeit von Hain und
v. Hoerner loste das Problem der zeitlichen Ent-
wicklung einer StoBfront mit in gewissen Grenzen
beliebiger Anfangsverteilung mittels rein numeri-
scher Intregration der hydrodynamischen Grund-
gleichungen. Stoflwellen mit den verschiedensten An-
fangsverteilungen gingen dabei in einen Standard-
typ tber, der der Klasse von Losungen anzugehéren
schien, die v.Weizsdcker in seiner Arbeit!?
untersucht hat. Die dort betrachtete Klasse von Lo-
sungen, die Homologie-Losungen genannt werden,
sind Separationslosungen der hydrodynamischen
Grundgleichungen und als solche schon von Gu-
derley?® und Taylor? behandelt worden. In

1 C.F.v.Weizsidcker, Z. Naturforschg. 9a, 269 [1954].

2K.Hain u. S. v. Hoerner, Z. Naturforschg. 9a,
993 [1954].

3 G.Guderley, Luftfahrt-Forschg. 19, 302 [1942].

4 G. I Taylor, Proc. Roy. Soc., Lond. 201, 159 [1950].

dem bekannten Buch von Courant und Fried-
richs? werden sie als progressing waves aufge-
fiihrt. Guderley entwickelt in seiner Arbeit? ein
sehr tragfdhiges analytisches Verfahren, diese Lo-
sungsklasse zu untersuchen, beschréinkt sich aber auf
zylinder- und kugelsymmetrische Probleme. Ziel
dieser Arbeit ist es nun, mit dem Guderleyschen
Verfahren die Klasse der ebenen Homologie-Losun-
gen genau zu untersuchen und festzustellen, inwie-
weit es unter ihnen eine Losung gibt, die eine
ebene, starke StoBwelle zu beschreiben imstande
ist, die frei von Energie und Impulsnachschub ist,
die sich also selbst iiberlassen ist und deshalb zeit-
lich abklingt.

Es stellt sich heraus, da} es diese Losung gibt —
im Gegensatz zu der fritheren Meinung des Ver-
fassers, die v. Weizsacker in seiner Arbeit zitiert.
Hain und v. Hoerner haben in ihrer Arbeit diese
Lésung zum Vergleich mit der sich einstellenden
Losung herangezogen und gefunden, dal} beide
iibereinstimmen.

In der folgenden Arbeit® wird die Stabilitit die-
ser Standard-Losung studiert, d. h. es wird auf ana-
lytischem Wege untersucht, inwieweit diese Stan-
dard-Lésung, die ja eine Homologie-Losung ist, von
noch nicht homologen Losungen mit der Zeit ange-
ndhert werden muf3.

5 Courantand Friedrichs, Supersonic Flow and
Shock Waves, Interscience Publishers, New York 1948.

6 W.Hifele, Z. Naturforschg. 10a, 1017 [1955], nach-
stehend.
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ANALYTISCHE BEHANDLUNG VON STOSSWELLEN

Die hydrodynamischen Grundgleichungen lauten
im eindimensionalen, instationiren, ebenen Fall:
(0 Dichte, u Geschwindigkeit, p Druck, a Schall-
geschwindigkeit, « Ortskoordinate.)
(2=0: ebener Fall, a=1: zylindrischer Fall, a =2:
kugeliger Fall.)

Se 9., Ou. ou
3 T ax+93x+“ z =l
(Erhaltung der Masse), (1)
Su Su 1 23p
Tk PRI

(Erhaltung des Impulses), (2)
dp op s (%0 3o\ _
(aﬁ”ax’)‘“ (5 +u ax>'°
(Erhaltung der Energie, d. h. Entropie-
konstanz des einzelnen Massenteilchens),

(3)

a®=xplo (fiir ideale Gase) . (4)
Es ist niitzlich, die Relation fiir die Entropie S
S=c,Inpo™* (5)

im Auge zu behalten. Man fiihrt gelegentlich die
dimensionslos gemachte Entropie s ein

s=S/c,. (6)

An der StoBfront, die als Unstetigkeitsflache
idealisiert wird, gelten folgende Beziehungen (s.
Anm. 1), falls nur die Frontgeschwindigkeit v ge-
niigend grof} ist und das Gas vor der Front ruht:

+1
) (7)
(09 Dichte des Gases vor der Front) ,
x—1 2
= 2 -ou”, (8)
2
= ar1? ®)
Macht man nun folgenden Ansatz
u=g(t) @), o=f() e*(), (10)

$=§(x9t) ’

so erzwingt die Form der Gln. (1) bis (3) folgen-
den Typ fiir den Ansatz (10)

p=1(t) - y(£), wo

e=t10*(§), p=t"PFy(d),

. . (11)
) F (a=0), &= — (a# 0).

Die Grofen & und d haben den Charakter von Se-

parationsparametern, ¢, 0* und v sind durch ein

u=t"*p(8),

z—1

Ire
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System gewohnlicher Differentialgleichungen mitein-
ander verbunden, das in der Arbeit von v. Weiz-
sacker auch angegeben ist. Fiir k— 00 kommt man
zu dem Grenzfall

p=et iRy (g)
(120) s
(2#0).

Dabei bedeuten k" und d’ wieder Konstanten.

Obwohl wir nur den ebenen Fall, also =0,
untersuchen wollen, nehmen wir zunachst die Faille
a#0 mit, um uns einerseits spater gegen diese ab-
setzen zu konnen und andererseits so lange als még-
lich den Anschluf} an die Guderleysche Arbeit behal-
ten zu konnen.

Im ebenen Fall a =0 gibt es noch den singuldren
Ansatz:

u=e_k’t'§0(f), Q=ed’t'0*(f),
! (12)

S= (r—xo)e}"’”*f"’

£ :xek’(t—fo)

u=1/e-@(8), o=t?0*(),
p=t1"2y(§), &= (z—xy) —fln(t—1,).

Dabei ist § wieder eine Konstante.

Die Falle (12) und (13) sind nur der Vollstin-
digkeit halber aufgefiihrt, lediglich der Ansatz (11)
ist bedeutsam. Geht man mit (11) in die StoBglei-
chungen ein, so sieht man, dal der Ansatz (11)
und die Bedingungen (7) bis (9) nur zu erfiillen
sind, wenn man setzt:

d=0,

(13)

(14)

S=¢SF;

(&p = const als Lebenslinie der Front).

Die Frontgeschwindigkeit v wird dann also gleich
der Geschwindigkeit ldngs einer Linie & = const.

Um die Guderleysche Behandlungsweise auf unser
Problem anwenden zu konnen, ziehen wir aus den
Groflen @ und v ein & bzw. &% heraus. Weiter sollen
die ganze Arbeit iiber neben dem Parameter £ die
Parameter n und n’ verwendet werden. Es gilt:

n=1-k, n'=1—-n"1, (15)
Wir substituieren:
(&) =n?Ea(d)

xajo= 2.

P& =n&v(&), (17)

Der Ansatz (11) geht mit (17) unter Berticksichti-
gung von (14) iber in

u=nt""1Ev(&) =n(z/t) »(§),

o=0(%),

(18)
(19)
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a=nt""1&u(f), p=n*f"2La(%, (20)
E=glie, (21)

Dabei haben wir fiir 0* wieder @ geschrieben, weil
wir wegen d=0 zwischen beiden nicht mehr zu
unterscheiden brauchen. In (21) schreiben wir kurz
x bzw. t statt (x—=x,) bzw. (¢—¢t,) im ebenen Fall
und z bzw. (t—¢,) im nicht-ebenen Fall. Da wir in
dieser Arbeit die Grolen z;, #, nicht besonders zu be-
achten haben, reden wir nun abkiirzend von z und z.
Die Frontbedingungen (7) bis (9) lauten mit dem
Ansatz (18) bis (21)

vp=2/(%+1),
ur=V2x(x—1)/(x+1),

(22)
(23)

dv:du:dlnp:dIné

=[—2(v—1) {,u?(xv(l-}-a) +2n) —xv(v—l)(v— 1)}

W.HAFELE

or=1 (24)
(als Normung bei geeigneter Wahl von o,),
§=& (Sp=const+0). (25)

Die Indizierung r soll andeuten, daf} die Werte an
der Front gelten.

Im folgenden wollen wir von dem Ansatz (18)
bis (21) kurz als dem Homologie-Ansatz reden.
Der Homologie-Ansatz befriedigt die Grund-Gln.
(1) bis (3) hinsichtlich der Zeitabhingigkeit iden-
tisch, fiir die von & abhingigen GroBen bleibt ein
System von drei gewchnlichen Diff.-Gln. iibrig, was
am besten in Form einer Proportion angegeben
wird:

n—

:[—,u{2,u2(x(v——l) +n)+x(r—1) [—(2+ (x—1)a) v‘-’+(33%£ +x+14+ (x~1)a)v— %]H (26)

[4wEn’ +2x(—1)v(a(r=1) —n)]
:[2x(v—1) {u2— (»-1)2}].

Das Entscheidende an der Proportion (26) ist, dal
sie sich in eine Diff.-Gl. und zwei folgende Quadra-
turen aufspalten laft. Die erste Proportion stellt
eine gewohnliche Diff.-Gl. 1. Ordnung fir den Zu-
sammenhang =« (v) dar. Ist dieser gefunden, so
ergeben die beiden letzten Proportionen den Zu-
sammenhang &= £(») und 0=0(»), was nach Um-

g B

kehrung bedeutet, da} man die Integration geleistet
hat, weil », # und ¢ als Funktion von & vorliegen.
Den Zusammenhang u=u(») kann man als den
Hodographen des Stromungsproblems betrachten.
Unser Problem reduziert sich also auf die Diskus-

sion der Diff.-Gl.

2 12 (% (v—1) +n) +x (v —1) —(2+(x—1)a)v2+(34:1 +x+l+(x—l)a>v— 3]

v 200—1)

Die Reduktion auf die gewohnliche Diff.-Gl. 1. Ord-
nung ist das Kernstiick der Guderleyschen Methode
und in der Diskussion der Gl. (27) besteht unsere
eigentliche Aufgabe. Eine geschlossene Integration
ist nur in Spezialfdllen moglich, wahrend wir doch
alle Losungen von (27) durchmustern miissen, die
die Stromung hinter einer StoBfront darstellen. Die
Frontbildung in der Schreibweise des Homologie-
Ansatzes (22) und (23) stellt einen Punkt im Dia-
gramm dar, den wir den Punkt A nennen wollen.
Wir l6sen unsere Aufgabe so, dal wir die Rich-
tungsfelder von (27) angeben und in diesem Rich-
tungsfeld nach moglichen Losungen unseres Pro-

P
u(xv(l4+a)+2n") —xv (v 1)<v n)

——2. (27

blems fragen. Fiir den Fall a+0 liegen die Felder
in der Guderleyschen Arbeit vor. Es unterscheiden
sich der zylindrische und kugelige Fall im qualitati-
ven Bild des Richtungsfeldes gar nicht. Dagegen
stellt es sich heraus, da} beide sehr weitgehend von
dem qualitativen Bild des Richtungsfeldes im ebe-
nen Fall abweichen. Nur mit Kunstgriffen kann man
den stetigen Ubergang zum Fall a=0 herstellen.
Praktisch handelt es sich um einen neuen Typ von
Richtungsfeld.

Will man also das Richtungsfeld von (27) fiir den Fall
a = 0 ermitteln, so muB man sich einen Uberblick iiber die
Singularititen von (27) verschaffen. Wir behalten die Be-
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zeichnungsweise Guderleys bei und stellen zunichst
sechs bzw. acht singuldre Punkte fest. Neben ihrer Lage ist
ihr Typ fiir den Charakter des Feldes bestimmend. In (27)
gehen n und x» als Parameter ein und mit diesen beiden
Parametern indern sich die singuldren Punkte hinsichtlich
ihres Typs und im allgemeinen auch ihrer Lage. Wir be-
schrinken uns zunichst iiberall dort, wo es nicht zu umgehen
ist, auf den Fall einatomiger Gase, also auf »=>5/3. Fiir die-
sen Wert werden wir eine Losung finden, die sich dann auch
leicht fiir andere x-Werte angeben 1d8t. Mit der n-Abhingig-
keit ist das anders. Fiir bestimmte diskrete Werte @ndert sich
der Charakter und die Lage im allgemeinen eines der
singuldren Punkte und mit ihm das gesamte Feld, so daf3
fiir die gesamte n-Skala eine Vielzahl von Richtungsfeldern
anzugeben ist. In der Dissertation des Verfassers sind alle
diese Richtungsfelder tatsachlich angegeben und nach brauch-
baren Losungen durchmustert. Die einzige vorhandene Losung
dagegen findet sich in einem bestimmten dieser Richtungs-
felder, das zu einem bestimmten Intervall von n-Werten ge-
hort. Da das Typische am Auffinden dieser Losung voll und
ganz bei der Diskussion dieses einen Richtungsfeldes sichtbar
wird, wollen wir uns auf dieses eine Intervall beschrinken,
zumal man auch schon von da her in etwa erkennen kann,
daB die tibrigen Intervalle nicht in Frage kommen.
Das in Frage kommende Intervall der n-Werte ist durch
die Ungleichung
2 2
2 <" S Gt
gekennzeichnet. Bevor wir nun dazu kommen, die sechs bzw.
acht singuldren Punkte zu betrachten, miissen wir darauf
hinweisen, dal das Richtungsfeld wie bei Guderley auch
in projektiven Koordinaten angegeben wird, um die Verhilt-
nisse im Unendlichen gut wiedergeben zu konnen. Es gilt

(29)

(28)

v=1,7y, U=1[75,

mit M= [—Q(x.:—x;,) {112(2 2, (L+a)+ 20" x3) — % 25(x5—1x3) (.r_,— : .n,)}],
n

N= [Axl {2 zy2 (% (3 —23) +1' 23) + 2 (22—23) (— 24+ (2x—1)a)z,2+ (3

Wie schon bei Guderley ersichtlich, ist z;=0 fiir a#0
eine Losung der Diff.-Gl. (31), kann also aufler in singuléren
Punkten (Pg und P;) nicht von anderen Lisungen geschnit-
ten werden und stellt somit fiir solche anderen Losungen eine
Schranke dar. Fiir a=0 dagegen nimmt (31) die Form

dz,
dzy

an. z3=0 ist jetzt insofern immer noch eine Losung, als
z3=0 tatsdchlich (34) befriedigt. Indessen hat jetzt die Ge-
rade z3=0 als ganze Gerade die Eigenschaft, die sonst nur
einzeln isolierte singuldare Punkte haben, nimlich Zihler und
Nenner von (34) gleichzeitig zu Null zu machen. Das heifit,
dal} die Gerade z3=0 in jedem ihrer Punkte von anderen
Losungskurven iiberschnitten werden kann; z;=0 stellt keine
Schranke dar. Der Sinn dieses merkwiirdigen Verhaltens wird
deutlich, wenn wir den Verlauf der GroBe &, die fiir £=const
ja die Ortskoordinate darstellt, auf einer Losungskurve z,=
Z5(z;) in der Umgebung z3=0 einmal studieren. Nach Ein-

8§ (2, 24, 3) (34)
I3
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1'3=<;—x1/3+12/3 5 (30)
2,=0 ist also die unendlich ferne Gerade; a ist eine Kon-
stante, hat den Charakter eines Mafstabes und ist mit dem
oben eingefiihrten a nicht zu verwechseln.

Es gilt also fiir die singuldren Punkte hinsichtlich ihrer
Lage allgemein, hinsichtlich ihres Typs nur fiir das Intervall
(28) folgendes:

|
r-Wert u-Wert | Typ
P, 1 0 Knotenpunkt
2 L ‘
Py, — S i Sattelpunkt
P, 0 0 Knotenpunkt eines
Geradenbiischels
2 xr(vr—1)(r—
Py — ( )(1 Il) befindet sich im
n(x-+ 1} = = -
2—yp i Komplexen
Py 1/n 0 ‘ Knotenpunkt
| x-Wert r;-Wert ‘ Typ
P, ] 0 3.5 3 Kn?te_npunkt o
- (existiert als isolier-
P; 2 0 ter singuldrer Punkt
nur fiir a%0).

Der Punkt P4 ist nur im ebenen Fall ein einziger Punkt,
fiir @ O tritt er als das Punktepaar P, und Py auseinander.
Der wesentliche Unterschied gegeniiber dem Fall a & 0 tritt
aber bei der Betrachtung der Geraden z;=0 hervor. Dazu ist
es gut, die Diff.-Gl. (27) in projektiven Koordinaten anzu-
geben

dv, 3 M—3x, N+x, M

dx; 32 M—1} %5 ]\'—%—1‘;; N @31

(32)

—x \ 2
x4 (=D 7y~ = IJ)H . (33)

filhrung der projektiven Koordinaten (29) ergibt sich aus (26)
dln&/dzy=1[z, (35)
Das heifit aber

unabhingig von x,n,a.

£ =Cay, (35a)
wobei C eine Konstante sein soll. Wiirde fiir den Fall a0
eine Losungskurve z,=z,(z,) die Gerade z3=0 iiberschreiten,
so wiirde & mit z, sein Vorzeichen umkehren. Das kann aber
nicht sein, denn fiir %0 und ¢z=const hat & den Charakter
eines Radius, darf also niemals sein Vorzeichen wechseln
konnen. z3=0 mull deshalb fiir Losungskurven z,=ux,(x,)
eine Schranke sein, also selbst Losung sein, was oben ja auch
festgestellt wurde. Fiir a=0 dagegen hat & bei t=const den
Charakter einer gewohnlichen Ortskoordinate, die nicht nur
ihr Vorzeichen umkehren kann, sondern fiir jeden verniinf-
tigen Losungstyp sogar ihr Vorzeichen @ndern mulf}, denn
warum sollte der in Rede stehende Losungstyp nicht negati-
ver Werte fihig sein? Fiir a=0 und nur dort muf} also die
Gerade ;=0 ihren Typus als Schranke, d. h. als gewGhnliche
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Abb. 1. Richtungsfeld der Guderleyschen Diff.-Gl. im ebenen
Fall: es sind rechtwinklige (u.r)-Koordinaten verwendet.

Losung, verlieren und iiberschreitbar werden, was dadurch
geleistet wird, daf} jeder ihrer Punkte singular wird. Nun
wird auch ganz deutlich, warum das Richtungsfeld fiir a=0
so sehr von dem des Falles a % 0 abweicht.

Ermittelt man nun noch die einzelnen Eigenschaften der
Umgebung der Punkte P, bis Py, wie z. B. Einlaufrichtung
usw., arbeitet die verschiedenen Eigenschaften ineinander auf,
so ergibt sich das in folgendem beschriebene Richtungsfeld.

Die erste Verwirrung beim Anblick der Richtungs-
felder legt sich, wenn man sich ihre Grundeigen-
schaften klar macht. Abb. 1 gibt das Richtungsfeld
in der gewohnlichen (u,7)-Ebene wieder, Abb. 2
dasselbe Feld in projektiven Koordinaten, so daf}
ein unmittelbarer Vergleich zu dem von Guderley
angegebenen Feld gelibt werden kann.

In der (u,v)-Darstellung ist das Feld symmetrisch
zur v-Achse, was dem Umstand entspricht, dall das
Vorzeichen der Schallgeschwindigkeit (d.h. hier das
Vorzeichen von ) beliebig wahlbar ist. Wie aus
(27) unmittelbar ersichtlich, sind die Geraden » =1
und « =0 Losungen. Sie teilen die (,»)-Ebene in
vier Quadranten ein. Wire z;=0 (das Unendliche)

W.HAFELE

0,545<n<0,75
H=5
3

N\ ¢
N

\[° 4

Abb. 2. Dasselbe Feld in projektiver Darstellung. Das Un-
endliche der (u,7)-Ebene ist hier die Gerade z;=0.

auch eine Losung, so konnten Losungskurven o (v)
ihren Quadranten nie verlassen. Das ist fir a+0
der Fall; so ist es fiir Guderley allein wichtig, das
Feld des Quadranten »<<1, u >0 zu studieren.
Fir a=0 konnen Losungskurven u(v) ihren Qua-
dranten verlassen und in andere eintreten, was
Abb. 2 deutlich zeigt. Fiir a=0 ist also das ganze
Feld zu betrachten. Fiir die Losungen »=1 und
=0 wird die Determinante der Hodographentrans-
formation O (u, a) /Q (z,¢) bzw. ihre Inverse zu Null;
=0 und =1 sind nur in der (u«,»)-Ebene Lo-
sungen, ihnen entsprechen im allgemeinen keine
physikalisch moglichen Losungen. Nur an den auf
ihnen liegenden singulidren Punkten sind die durch
sie dargestellten Zustiande physikalisch méglich. Und
eben das ist die Bedeutung dieser singuldren Punkte.
Das eigentliche Feld wird durch drei Separatrices
(I) — (ITI) bestimmt. Die Separatrix (I) kann man
sich von P, ausgehend denken, P, wird von (I)
durchsetzt, ebenso P, ,, und in Py trifft sich (I) mit
ihrem anderen Ast. Die Separatrix (II) beginnt
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auch in P, und lauft iiber den Sattel P, 5 nach Py,
wahrend (III) von P; nach Pg geht. So entstehen
»Sacke“, innerhalb derer die nicht ausgezeichneten
Losungskurven verbleiben miissen. Lediglich dann,
wenn ein ,,Zipfel“ solch eines Sackes ein Knoten-
punkt ist, kann eine Losungskurve ihren Sack ver-
lassen. So gibt es den Sack Py, P, ; P, oder P,
P, 5, Pg usw.

Wichtig fiir die gesamte Proportion (26) ist eine
Doppelgerade

wW—(r-1)2=0,d.h. u+r=1, —u+r=1. (36)
Auf ihr wird nach (36) dIn&=0, d. h. im allge-

meinen erreicht & dort ein Extremum, die Orts-
koordinate kann nicht grofler (oder kleiner) als ein
bestimmter Wert werden. Wir haben es hier mit
dem bekannten Phdnomen der Umkehrkanten zu
tun, die Guderley sehr ausfiihrlich bespricht und
das den Ausgangspunkt fiir die angekiindigte Sta-
bilitatsiiberlegung des Verfassers® darstellt. Miissen
Losungskurven, die eine physikalisch sinnvolle Lo-
sung darstellen sollen, diese Gerade tberschreiten,
so dirfen sie das hochstens im Punkte P, ; tun.
Dort bekommt der interessierende Quotient die Form

dIn &/dv =0/0.

Wie eine ausfiihrliche Diskussion zeigt, ist dieser
Quotient auf den Kurven (I) und (II), die allein
P, 5 durchsetzen, eines stetigen, monotonen Ganges
der &-Werte fahig. Soweit die Betrachtung zum all-
gemeinen Richtungsfeld.

Nach (22) und (23) ist fiir einen festen x-Wert
der die Frontbedingung darstellende Punkt A im
(1,7)-Diagramm ein festliegender Punkt. Andert
man nun n, so wandert das Feld iiber A hinweg,
und die von A ausgehenden Kurven gehoren einmal
zum Sack Py, Py 5, Pg, einmal wird es genau die
Kurve (II) sein, die durch A geht, und dann werden
die Kurven aus A zum Sack P, P, 5, Py gehoren.
Uns interessiert die Stromung hinter einer Stof3-
front, deren Lebenslinie ja die Kurve &=£&p war.
Wichtig sind also die Verhiltnisse fiir £ <<&p. Das
bedeutet im (u,v)-Diagramm, dal wir von A aus-
gehend immer in der Richtung zu laufen haben, die
von P, fortfiihrt. Wir kommen also je nach Wahl
des Parameters n entweder nach P,, fiir einen einzi-
gen n-Wert nach Pg und sonst nach Pg. Auf dem
Wege nach P, miissen wir die verbotene Gerade
w+v=1 tberschreiten, so daf} alle diese Lésungen
nicht in Frage kommen. Losungen, die nach Pg ein-
laufen, gehen im allgemeinen wie die Gerade v=1
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in den Punkt Pg. Allein die Separatrix (III) geht
mit »# 1 nach Py ein. Fiir a=2 und n=2/5 bzw.
a=1 und n=1/2 und — wenn man so will —
a=0 und n=2/3 stellt die Losung (III) die be-
rithmte Taylorsche Losung dar. In diesem Fall kann
man (27) geschlossen integrieren und kommt fiir
a=2 auf dieselbe geschlossene, analytische Darstel-
lung, die Taylor? auf anderen Wegen jiingst an-
gegeben hat. Jedenfalls gilt beim Einlauf nach Py :

dln é/dz; =0
dIn g/dxy=2/z5 — 0~

— & = const fir Einlaut

it pes, o0

dlné 1 2n'+x

—>§’\'1‘3 n'+ %

dz z, nbx s .
o s
dhno 1 (=2n)__ _7nF‘?L7 .
dzg o x3 n'+x Q %3 '
Weiter gilt fiir beide Einlaufe:
p~Ea(d) =22 —const (39)

Im ersten Fall geht fiir einen festen &-Wert o0 gegen
Null, der Druck gegen einen konstanten Wert (hin-
sichtlich der &-Abhingigkeit), also die Temperatur
gegen Unendlich. Uberqueren wir vorher die Gerade
x;=0, so gilt obige Aussage fiir Werte &<<O0;
kommen wir direkt auf Pg zu, so gilt sie fiir Werte
§>0. £=0 erreicht man auf der Separatrix (III).
Auch auf ihr geht die Dichte gegen Null, der Druck
wird konstant und deshalb geht die Temperatur ge-
gen Unendlich. Dieses Verhalten konnen wir aber
als Abschlul unserer sich selbst iiberlassenen Stof3-
front nicht gebrauchen, denn gerade das Ansteigen
der Temperatur bei konstantem Druck mull man als
Energienachschub an einer festen, im Endlichen
gelegenen Stelle & interpretieren. Fiir eine kugel-
formige Explosionswelle ist sie dagegen die richtige
Losung, weil das Explosionszentrum der Singulari-
tit Py entspricht. Es ergibt sich, daBl nur noch die
Separatrix (II), die iiber P, ; hinweg fiihrt und
nach Pg lduft, in Frage kommt. Beim Einlauf nach
Pg gilt auf der in Frage kommenden Richtung (die
zweite mogliche Richtung ist allein von u=0 be-
setzt, das fiir uns nicht in Frage kommt) :

e =pl=n
dlnS:_lszl;_) SI’\’N ”_1’
du W ox—1 !
dl‘ I 2 - B
no =
S e ~ x—1
du wox—1 - £ ‘” :

7 I.Lockwood Taylor, Phil. Mag. 46, 317 [1955].
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$ geht also gegen ©©, genau gesagt gegen — O,
denn vorher war 23=0 tuberquert worden. Die
Dichte 0 geht gegen Null, und, wie sich herausstellt,
ebenso der Druck. Fithrt man die richtigen Ab-
hiangigkeiten wieder ein, so gilt beim Einlauf nach
Pg genauer

> _o©
-1 3 %x—1
P 1 i 1 .- —
_ S 1—-n + __— < | 21—-n+
u t{l*r- VR n ACQ | s | " }a
—1
2 #(x—2) n’[n
0=0y|&|1—" A= 41
STR0IG x[n+2n" 7 (41)
2—2n-- 2 3—2n—x
9 I = | P A g —=
p=pot2*|&| Tmn,  T=Tyt2k|§]| 1T-»

Verlangen wir neben der Ungleichung (28) die fiir
alle %-Werte geltende Ungleichung
LT, (42)
so konnen wir folgendes behaupten:
Die Geschwindigkeit u geht dort fiir z= const nach
— o0 und hat dabei die Form z/t. Das bedeutet,
dal dort keine Beschleunigungen mehr auftreten,
wir haben es also mit reiner Tragheitsbewegung zu
tun, es liegt bloBes Abstrémen vor. o und p gehen
nach Null, 7 dagegen wichst auch hier fiir nicht zu
grole Werte von » iiber alle Schranken. Wahrend
beim Einlauf nach P; das Unendlichwerden von T
nicht geduldet werden durfte, ist es hier nicht
schlimm, da o0 und p nach Null gehen. Der Einlauf
nach Py ist also als ,,Abschlul“ unserer sich selbst
tiberlassenen Stoflwelle durchaus sinnvoll. Wir er-
halten demnach eine reguldre Losung des Problems,
wenn wir den Parameter n so wihlen, dall die Se-
paratrix (II) durch A hindurch geht. Verlangen
miissen wir nur, dall der kritische n-Wert, den wir
ny nennen wollen, sowohl dem Intervall (28) als
auch dem Intervall (42) angehort. Es stellt sich her-
aus, daf} das in der Tat der Fall ist. Wie eine ge-
naue Durchmusterung zeigt, ist diese Losung dann
auch die einzige. Entweder entstehen Umkehrkanten
oder es treten andersgeartete Singularitdten auf,
etwa solche, wie wir sie beim Einlauf in den Punkt
P¢ betrachteten.

Die Separatrix (II) ist die einzige Losung, die
in P, entspringt und in Pg endet. Eine Gleichung
fir «2 muB also an den Stellen »=1 und »=1/n
Nullstellen haben. Schlieit eine solche Gleichung
den Punkt P, 5 ein, so kann sie nur die Kurve (II)
darstellen. Wir machen deshalb den Ansatz

w2=(r=1) (v=1/n) f(») R

W.HAFELE

und erhalten aus der Diff.-Gl. (27) eine recht haB-
lich aussehende Diff.-Gleichung fiir f(»), der man

aber doch ansehen kann, daf

Jv) == fir n=2—-=x

(45), (44)

eine Losung darstellt.

Der Ausdruck

WP=z(r—1)(r—1/(2-%)) (46)

stellt fiir n= (2 — %) die Separatrix (II) dar, denn
(46) fithrt dber den Punkt P, 5, wie man sich
leicht iiberzeugt. Verlangen wir nun noch, daf} (46)
tiber den Punkt A fihrt, so ergibt sich, daB das fiir

%=7/5, also n=3/5 (47)

der Fall ist. Die jetzt auszufiihrenden Quadraturen
lassen sich auch leicht erledigen und es ergibt sich
nach Einfithrung von & als unabhingiger Verinder-

licher

704 /3 z 1 3
_ 2 )42 2 —04
u= Co <5+CO'>) ¢ 'Co5l N
g_ 1063/ 2 )
0="g2 125 (1+ 3 Coé),

089 2 =3 (48)
P="cs aps(1+3Go8)

0=0 (1 + ;3)1 Co $>_5/! 5

0o und C, sind Integrationskonstanten. Die Front-
bedingungen geben noch folgenden Zusammenhang
zwischen & und Cy:

SFCO: —6/5. (4‘9)

Fir #x=7/5=1,4, dem sehr genau der Wert fir
Luft entspricht, haben wir also eine einfache analy-
tische Losung sogar explizit angeben konnen. Dabei
ergab sich, das fiir #x=1,4 der zugehorige ny-Wert
0,6 heiit. Fiir andere »#-Werte, jedenfalls fiir solche,
fir die x= (2m +3)/(2m+1) ist, wobei m ganz-
zahlig ist, konnte nach Meinung des Verfassers eine
geschlossene Integration der Gl. (27) im gewiinsch-
ten Sinne vielleicht gelingen.

Indessen waren zuerst die Ergebnisse fiir % =5/3
gesucht und dort auf numerischem Wege mit Hilfe
der elektronischen Rechenmaschine G1 gefunden
worden. Auch mufite fiir die in der folgenden Ar-
beit beschriebene Stabilitatsbedingung ohnehin die
Gl (27) numerisch integriert werden, so dal} das
Suchen nach analytischer Darstellung fiir »+7/5
nicht allzu intensiv betrieben wurde, zumal sie be-
stimmt nicht so einfach aussehen wiirde wie (48).
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Bei der numerischen Integration bestand die Auf-
gabe darin, fiir ein bestimmtes % den n-Wert so zu
wahlen, da} die durch A gehende Integralkurve auf
P, 5 trifft. Auf numerischem Wege ist diese Auf-
gabe natiirlich nur mit einer bestimmten Genauig-
keit zu losen, da P, 3 ein Sattelpunkt ist und nur
eine einzige Kurve durch ihn fihrt. Man mul} ver-
schiedene n-Werte ausprobieren und sich an den
richtigen herantasten. Dieses ganze Verfahren stellt
ein umfangreiches Programm dar und wére ohne
elektronische Rechenmaschine wohl kaum auszufiih-
ren gewesen. Es ergibt sich schlieBlich die folgende
kleine Tabelle:

® ‘ ny ‘ ko
1,1 0,568838 -+ 0,00001 | 0,43112 <+ 0,00001
‘ ‘ (50)
14 | 06 0,4
5/3 0,61073 -+ 0,000005 0,38927 -+ 0,000005
2,8 0,626704 -+ 0,000005 0,373296 - 0,000005

LA

038 1

03

3
10 1 1% 166 20 28 30

H—

Abb. 3. Abhingigkeit des Parameters k,, der die reguldre
Homologie-Losung kennzeichnet, vom Wert der Grofle x.

Dieser Zusammenhang ist in Abb. 3 graphisch wie-
dergegeben. Mit der Bestimmung des Wertes n, ist
natiirlich die Ermittlung der Zusammenhange 7 (&),
0(&), u(&) moglich, indem nun ebenfalls auf nume-
rischem Wege die Quadraturen fir In& und Ing
iiber der Integralkurve n =n, ermittelt werden. Fir
die in Rede stehenden x-Werte ergeben sich die
Abb.4 7.

Fiir die physikalisch wichtigen Werte % = 7/5 und
#=5/3 sind die Verteilungen noch mit stark ge-
preBiten MaBstdben angegeben, um sie so weit dar-
stellen zu konnen, wie die Verteilung fiir »=5/3
tatsdchlich gerechnet wurde. Dabei sind die Grofen
072 bzw. 0713 aufgetragen, um erkennen zu las-
sen, wie gut diese Potenzgesetze erfiillt sind (Abb.

8 und 9).
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Die Stromungsverteilung fiir %= 1,4 liegt in ana-
lytischer Form vor, die Verteilung fiir die tibrigen
#-Werte wie gesagt nur in numerischer Form. Fiir
den in Hinblick auf unsere astrophysikalischen An-
wendungen wichtigen Wert x=>5/3 ist die Vertei-
lung aus der nachfolgenden Tab.1 zu entnehmen.
Dabei ist zu bemerken, dal die Geschwindigkeit u
willkiirlich auf 1 normiert ist, um iibersichtliche
Verhiltnisse zu gewinnen. Der Homologie-Ansatz
verlangt streng genommen fiir u noch den Faktor
2ny/(x+1) .

§ 0 u T P
+1,0000 +1,0000 -+1,0000 +0,3333 +0,3333
0,9031 0,5976 0,8142 0,3732 0,2230
0,8144 0,3959 0,6430 0,4076 0,1614
0,6948 0,2436 +0,4109 0,4511 0,1099
0,5566 | 0.1500 +0,1408 0,4978 0,0747
0.4382 | 0,1041 —0,0920 0,5349 0,0557
0,3358 | 0,0782 —0,2947 | 0,5652 0,0442
0,2462 0,0621 0,4727 0,5904 0,0366
+0,1659 0,0512 0,6327 0,6124 0,0313
+0,0635 0,0406 0,8373 0,6388 0,0259
—0,0495 0,0320 1,064 0,6666 0,0213
—0,1426 0,0267 1,251 0,6884 0,0184
0,2380 0,0224 1,444 0,7097 0,0159
0,4023 0,0169 1,778 0,7448 0,0126
0,5052 0,0143 1,987 | 0,7656 0,0109
2,034 0,0025 5,154 | 1,003 0,0025
3,143 0,0011 7,492 ‘ 1,125 0,0012
4,255 0,0005 9,856 | 1,225 0,0007
6,428 0,0002 14,51 ‘ 1,378 0,0003
Tab. 1. Stromungsverteilung fiir x=5/3.

Die &-Werte sind nicht dquidistant, weil sie selbst
als Ergebnis einer Quadratur erscheinen; die Re-
chengenauigkeit ist auf jeden Fall grofler als die
hier angegebene letzte Stelleneinheit. Abrundungen
sind bei den Angaben der obigen Tabelle nicht vor-
genommen.

Bei allen Verteilungen fillt die lineare bzw. fast
lineare Geschwindigkeitsverteilung ins Auge, deren
Lage sich nur sehr wenig mit dem »-Wert andert,
wenn man von der Frontnormierung absieht. Da-
gegen sind die nicht kinetischen Groflen p, o, T in
ihrem Verlauf stark von » abhingig. Mit dem Pro-
blem linearer Geschwindigkeitsverteilungen setzt sich
v. Hoerner?® auseinander. Es ldt sich zeigen,
daB} nur fir x=1,4 die Geschwindigkeitsverteilung
hinter einer starken StoBfront linear sein kann.

SchlieBlich ist es noch angebracht, sich iiber den
Typus der Losungen n # nj zu informieren. Bleiben
wir innerhalb des Intervalls 0 <<n <1, so kon-
nen wir dort zwei Klassen unterscheiden: Losungen,
fur die

0<n<n,

8 S.v.Hoerner, Z. Naturforschg. 10a, 687 [1955].
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Abb. 4. Die reguldre Stromungsverteilung fiir x=1,1.

(n=ny, k=0,43112 *0,00001, ¢=const.)

(n=ny, k=0,4, t=const.)

Abb. 5. Die regulidre Stromungsverteilung fiir x=1.4.
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Abb. 8. Die reguldare Stromungsverteilung fiir »=1.4 bis zu

Abb. 6. Die reguldre Stromungsverteilung fiir »=5/3.

(n=ny, k=0,38927£0,000005, ¢=-const.)

12

groBen Werten von &,

(n=ngy, k=0,373296 = 0,0000001, ¢=-const.)
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Abb. 7. Die reguldare Stromungsverteilung fiir x=2,8.

Abb. 9. Die regulire Stromungsverteilung fiir x=5/3 bis zu
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Abb. 10. Die Stromungsverteilung fiir n=0,1 und *=5/3
(Einlauf nach P; mit Uberquerung der Umkehrkanten).

gilt, wollen wir Losungen der Klasse I nennen; sol-
che, fir die

ny<n<l

gilt, Losungen der Klasse II.

Losungen der Klasse I laufen nach P, ein, zeigen
also Umkehrkanten, Losungen der Klasse IT laufen
nach Pg und zeigen ein starkes Ansteigen der Tem-
peratur fiir einen festen &-Wert. Fir n=0,1 und
n=0,7 sind die zugehorigen Verteilungen in den
Abb. 10 und 11 angegeben.

Es ist moglich, noch zwei integrale Aussagen zu
machen. Der integrale Impuls- bzw. Energiesatz der
Hydrodynamik lautet

2

Il d J dx
dz‘dz./gudx: —proufu— )} ’
1 1
dE d ou | 1
de _dt/(; 2 x_lp)dx
i

—{E ) ) el
1

(51)

(52)

Wahlt man die Front als die Berandung 2, so sind
die Terme
5 dx
P+ Qu(u e )

2

(4" el =)

und

2

wegen der Frontbedingungen (7) — (9) Null. Die
Impuls- und Energiebilanz wird allein von der hin-
teren Berandung 1 und deren Stromungsverhalt-
nissen bestimmt. Uber diese wissen wir aber Be-
scheid, da wir die asymptotische Entwicklung in Py
kennen, vgl. (41). Setzt man (41) in (51) bzw.
(52) ein, so ergibt sich

Fid,

E ist unbestimmt und héngt von der Form
der hinteren Berandung ab.

(53)
(54)

05 ]

E—»

Abb. 11. Die Stromungsverteilung fiir n=0,7 und »=5/3
(Einlauf nach Pg).

Wihlen wir z.B. als hintere Berandung eine §-
Linie, so ist £ =00, wihlen wir die Lebenslinie des
letzten Massenelementes, so ist E=0.

Die Losung n=n, hat nun iber den Bereich
der Homologie-Losungen hinausgehende Bedeutung.
Hain und v. Hoerner stellen in ihrer Arbeit fest,
dal} eine Verteilung hinter einer langsamer werden-
den Stoffront, bei der zu einer festen Zeit t=¢, in
gewissen Grenzen beliebige Anfangsverteilungen u,
o und p vorgegeben werden, nach relativ kurzer
Zeit ein Verhalten zeigen, das sehr gut unserer Lo-
sung n=n, entspricht. Darin liegt die eigentliche
Bedeutung dieser Losung. In der folgenden Arbeit®
soll der Versuch gemacht werden, dieses Verhalten
analytisch zu verstehen.

SchlieBlich ist es noch niitzlich und interessant, die singu-
laren Punkte P, 5 und P; ndaher zu betrachten.

Zunichst zum Punkt P, 3: Wie schon bei Guderley
angegeben, stellt dieser Punkt eine u * @ Charakteristik dar.
Als Punkt im (,7)-Diagramm kommt ihm ein fester &-Wert
zu; die Behauptung, daB der Punkt P,y eine u * a Charak-
teristik bedeutet, involviert also die Tatsache, daB solche
n T a-Charakteristik eine Linie £=const sein muf. Es muf
also die Gleichung gelten

ntn—1E&=n=1E(wx ), (55)

d. h. aber

u= (-1)2, (56)

wenn wir quadrieren, um uns von dem doppelten Vorzeichen
frei zu machen. Auf einer u * a-Charakteristik gilt die Rela-
tion

dut dp/oa=0. (57)

Unter Verwendung des Homologie-Ansatzes und der Relation
(56) geht (57) iiber in

y=2[(2—x). (58)

(58) und (56) charakterisierten aber gerade den Punkt P, 4,
womit die Behauptung iiber die Charakteristikeigenschaft
erwiesen ist.

Nun wird es aber auch klar, warum wir durch den Punkt
P,.; muliten, um die regulire Homologie-Losung n=n, zu
erhalten: Die u+a-Charakteristik des Punktes P, 3 — denn
um eine solche handelt es sich, wenn wir die Ausgabe von
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P,,3 wihlen, die zu negativem u gehort — ist die Grenze des
EinfluBbereiches der Front bzw. auf der Front. Da wir es
namlich mit hyperbolischen Diff.-Gln. zu tun haben, ist der
Verlauf der Front innerhalb eines bestimmten Intervalles nur
durch das Gebiet, das die u+a- und u—a-Charakteristiken
als Grenzen ausschneiden, bestimmt. In Abb. 12 wird das
deutlich. Dabei nehmen wir die Verteilung zur Zeit t=t¢, als
Anfangsverteilung.

tat,

>
|

Abb. 12. Der durch die zwei Charakteristiken und den Rand
begrenzte Einflulbereich DAC des Randstiickes DC.

Die Anfangsverteilung zwischen A und B zur Zeit t=t¢,
bestimmt die Front von B bis C hinsichtlich ihrer zukiinfti-
gen Entwicklung. Bei einer sinnvollen Verteilung ist es aber
unmoglich, daB die gesamte Verteilung von & = &p bis
&= —0o0 zu einer Zeit t=t, den weiteren Verlauf der Front
bestimmt; das Gas stromt bei grofen negativen z-Werten
namlich so stark ab, daBl keine wu+a-Charakteristik mehr
die Front erreicht. Es mufl also eine u+a-Charakteristik
geben, die zum erstenmal die Front nicht mehr erreicht,
wenn die Losung sinnvoll eine abklingende Stofwelle dar-
stellen soll. Das ist aber die Charakteristik des Punktes Ps 3.
Vor Py 3 ist eine u+ a-Charakteristik stirker gekriimmt als
eine &-Linie, erreicht also noch die Front; danach ist eine
u+a-Charakteristik schwiicher als eine Parabel &=const
gekriimmt, erreicht also die Front keinesfalls, denn die Front
ist selbst eine &-Linie. Die u-a-Charakteristik, die selbst
eine &-Linie ist, erreicht die Front zum ersten Male nicht
mehr. Weil wir die Existenz einer solchen u - a-Charakteri-
stik sinnvoller Weise verlangen miissen, miissen wir Ps 3
passieren, und eben das ist die Bedeutung von P> 3.
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Man kann auch leicht die Bedeutung des Punktes Py er-
kennen. Fragt man namlich nach allen Homologie-Losungen,
die eine durchgehend lineare Geschwindigkeitsverteilung der
Form u=const-z/t besitzen, so bedingt das wegen (18) ein
von & unabhingiges » .

Wir haben also zu fordern

u=n&tm=1y,; r;=const.

(59)

Gehen wir damit in die Grundgln. (1) bis (3) ein und ver-
langen wir, innerhalb des Homologie-Ansatzes (18) bis (21)
zu verbleiben, so ergibt sich

2

RREIPESTN o0

= % vy (r9g—1/n) (z'o—ﬂ’ 61)
vo—2

o=0,En(riN=2, (62)

Die Gln. (60) und (61) sind aber die Bestimmungsgleichun-
gen des Punktes P;. Der singuldre Punkt P stellt also als
Punkt im (u,»)-Diagramm alle Losungen dar, bei denen
die Geschwindigkeit dem Ansatz w=const-z/t geniigt und
die aulerdem dem Ansatz (18) bis (21) entsprechen.

Wie leicht zu ersehen, zeigen solche Losungen eine
lineare Verteilung der Schallgeschwindigkeit, dagegen ein
Potenzgesetz fiir 0 hinsichtlich &.

Damit ist die Bedeutung von P geklart.

Herrn Prof. C. F. v. Weizsdcker danke ich herzlich
fiir die Stellung des Themas, Hilfe und zahlreiche Diskus-
sionen, die hdufig auf den Kreis der Herren v. Hagenow,
Hain, v. Hoerner und F. Meyer erweitert wurden.
Das gleiche gilt fiir Herrn E. A. Miiller aus dem Max-
Planck-Institut fiir Stromungsforschung.

Herrn Prof. Biermann bin ich fir die Moglichkeit,
die elektronische Rechenmaschine G 1 benutzen zu diirfen,
ebenfalls zu groBem Dank verpflichtet, denn ohne dieses
moderne Hilfsmittel wédre es nur schwer moglich gewesen,
das Problem der Integration nichtlinearer Diff.-Gln. anzu-
gehen.



